
ربیع حمیدرضا دکتر مدرس: کامپیوتر مهندس ده ی دانش

خط جبر
٩٩ اول نیم سال

تحویل: تاریخ تمرین عنوان ششم سری تمرین پاسخ

است. پذیر وارون ATA لذا است، rank full ماتریس A ماتریس که آنجا از کنید توجه .١
داریم: و هستند ه ی متعامد V و U ماتریس دو که میدانیم تعریف طبق

AT = (UΣV T )T = (V T )TΣTUT = V ΣTUT

است Σ مشابه بسیار ΣT که میدانیم همچنین میدهد. نشان را AT ماتریس SV D تجزیه بالا عبارت لذا و
قطری بلوک پایین در که آن جای به است قطری بلوک راست سمت در آن اضاف صفر بلوک که تفاوت این با

داریم: واقع در باشد.

ΣTΣ = diag(σ٢
١, σ

٢
٢, . . . , σ

٢
m) ∈ Rm×m

: یعن که

ATA = V ΣTUTUΣV T = V (ΣTΣ)V T

است. ATA برای SVD تجزیه همان
وارون لذا هستند، ناصفر آن قطر اعضای همه و است قطری و مربع ماتریس ی ΣTΣ که جا آن از حال

داریم: و است پذیر

(ΣTΣ)−١ = diag(σ−٢
١ , σ−٢

٢ , . . . , σ−٢
m ) ∈ Rm×m

لذا و

(ATA)−١ = (V ΣTΣV T )−١ = (V T )−١(ΣTΣ)−١V −١ = V (ΣTΣ)−١V T

ترتیب در تکین مقادیر زیرا نیست ATA ماتریس برای SV D تجزیه دقیقا بالا عبارت که کنید توجه حال
همه که mباشد ×m ماتریس P کنید فرض ل مش این کردن برطرف برای لذا . نزول تا هستند صعودی

داریم: باشند. ٠ آن های درایه سایر و ی آن اصل قطر بر عمود قطر های درایه

(ATA)−١ = V PP (ΣTΣ)−١PPV T = (V P )(P (ΣTΣ)−١P )(V P )T

تکین مقادیر اکنون و هستند ه ی متعامد V هم و P هم زیرا است ه ی متعامد نیز V P اکنون که کنید توجه و
دارند. قرار نزول ترتیب در نیز

باشند. V برای پایه v١, . . . , n و dim(V ) = n کنید فرض .٢
م کنیم: تعریف صورت این به را T١, T٢ تابع دو

T١, T٢ ∈ l(V )

∀v ∈ V : v = a١v١ + · · ·+ anvn

⇒ T١(v) = a١v١

١



⇒ T٢(v) = a٢v٢ + · · ·+ anvn

در و است n > ١ زیرا نیست ی به ی T١ لذا . T١(v٢) = ٠ که: کنید توجه بالا تعریف به توجه با حال
نیست. ی به ی نیز T١ لذا و T٢(v٢) = ٠ همچنین . v٢ ̸= ٠ نتیجه

: که کنید توجه اما

T١(v) + T٢(v) = v

به نسبت ،( ی به ی غیروارون پذیر(غیر توابع مجموعه نتیجه در و است ی به ی که T١ + T٢ = I لذا و
م شود. ثابت م ح و باشد l(V ) از زیرفضایی نم تواند لذا و نیست بسته جمع عمل

−→v1 , . . . ,−→vn هایش ستون که است ماتریس V و −→u1, . . . ,
−→un هایش ستون که است ماتریس U کنید فرض .٣

.A = UV −١ = UV T لذا AV = U عبارت معادل ∀١ ⩽ i ⩽ n : A−→vi = −→ui شرط نتیجه در هستند.
زیرا است ه ی متعامد ماتریس ی A همچنین

ATA = (UV T )TUV T = V UTUV T = V V T = I

آن تکین مقادیر ماتریس که طوری به است A برای SV D تجزیه A = UIV T که کنید توجه همچنین
م باشد. Σ = I

اما: f(r(x, y)) = f(rx, ry) = rf(x, y) داریم: f(x, y) = (x۵ + y۵)
١
۵ برای مثال عنوان به .۴

f((x, y) + (z, w)) = f(x+ z, y + w) = ((x+ z)۵ + (y + w)۵)
١
۵

̸= (x۵ + y۵)
١
۵ + (z۵ + w۵)

١
۵ = f(x, y) + f(z, w)

پیشنهادی: نقض مثال است. غلط گزاره ( الف .۵
کنید: تعریف

T (x, y) = (−۴y, x)

M(T TT ) = M(T T ),M(T ) =

[
٠ ١
−۴ ٠

][
٠ −۴
١ ٠

]
=

[
١ ٠
٠ ١۶

]
⇒ s١ = ١, s٢ = ۴

داریم: طرف از

M((T ٢)TT ٢) = M((T ٢)T ),M(T ٢) =

[
−۴ ٠
٠ −۴

][
−۴ ٠
٠ −۴

]
=

[
١۶ ٠
٠ ١۶

]
⇒ s١ = ۴, s٢ = ۴

نیست. برابر T تکین مقادیر مربع با T ٢ تکین مقادیر که م بینیم و
ب)

M(T ) =

[
٠ −۴
١ ٠

]
,M(T T ) =

[
٠ ١
−۴ ٠

]
نتیجه در

M(T TT ) =

[
٠ ١
−۴ ٠

]
×

[
٠ −۴
١ ٠

]
=

[
١ ٠
٠ ١۶

]

⇒ s١ = ١, s٢ = ۴

٢



.۶

||Ax− b||٢٢ = ||UΣV Tx− b||٢٢
فرض است. پذیر وارون لذا و است صورت همین به نیز Σ پس است، full rank ماتریس A که آن جا از

داریم: باشد. ه متعامدی و مربع [U,U ′] کنید

||UΣV Tx− b||٢٢ = ||

[
UT

U ′T

]
(UΣV Tx− b)||٢٢

= ||

[
ΣV Tx− UT b

−U ′T b

]
||٢٢ = |||ΣV Tx− UT b||٢٢ + ||U ′T b||٢٢

م شود. ثابت م ح لذا و م شود مینیمم اولش، بخش کردن صفر با بالا عبارت و

SV D تجزیه کنید فرض . m < n که است m × n ماتریس A کنید فرض کلیت، از شدن کاسته بدون .٧
داریم: و ایم داده انجام هستند.) نزول قطر روی تکین مقادیر که حالت (در تایی ی روش با را A ماتریس

A = UΣV T =
r∑

i=١

siuiv
T
i

که طوری به

U =
[
u١, . . . , um

]
, V T =


vT١
...
vTn


s١ ⩾ . . . ⩾ sr : که طوری به باشند Σ قطر روی تکین مقادیر نیز ها si و

است: زیر عبارت برابر ماتریس این برای k رتبه تقریب بهترین که م شود ثابت

A = UΣV T =
k∑

i=١

siuiv
T
i

م کند. برآورده را ما مسئله خواسته ، بلوک صورت به SV D تجزیه نمایش اول جمله k یعن واقع در

٣


